3. Сходимость и принцип Коши

Я убежден, что посредством чисто математических конструкций мы можем найти те понятия и закономерные связи между ними, которые дадут нам ключ к пониманию явлений природы.
Альберт ЭЙНШТЕЙН

Трудности при выводе математических моделей были связаны с обоснованием предельных переходов. В частности, для перехода к пределу в процессе вывода уравнений математической физики требовались априорные свойства решения задачи, в то время как на данном этапе исследования у нас еще отсутствовало не только решение, но даже сама постановка задачи. Для успешного выхода из создавшегося положения нам неминуемо придется обратиться к рассмотрению самого понятия сходимости.

Как известно, последовательность сходится к своему пределу, если все ее элементы с достаточно большими номерами будут сколь угодно близки к соответствующему предельному значению. Обращает на себя внимание то обстоятельство, что для установления самого факта сходимости здесь требуется априорное знание предела. Эта ситуация сильно напоминает описанную ранее трудность, поскольку в приложениях мы, как правило, заранее не знаем предела. Можно предположить, что используемые в анализе конструктивные способы обоснования предельных переходов подскажут нам путь корректного вывода математических моделей.

Для практического доказательства сходимости часто используется критерий Коши, согласно которому любая фундаментальная последовательность действительных чисел сходится. Решающим здесь оказывается тот факт, что в определении фундаментальности используются исключительно элементы самой последовательности, считающиеся известными, но никак не ее предел. 

Принцип Коши остается в силе и для многих функциональных классов, в частности, для пространства непрерывных функций с естественной нормой (максимум модуля). В качестве приложения этого результата отметим теорему Пикара, устанавливающую существование локального решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения. Ее обобщением на операторные уравнения общего вида служит знаменитая теорема Банаха о неподвижной точке. Эти результаты вселяют надежду на то, что корректный вывод математических моделей может быть осуществлен на основе принципа Коши.

3.1. Понятие сходимости

В процессе построения математических моделей мы столкнулись со сходимостью – одним из важнейших понятий анализа. Для достижения желаемой цели вспомним основные положения теории пределов. Пусть задана некоторая последовательность {uk}. Нас интересует поведение произвольного ее элемента uk при неограниченном возрастании номера k. Возможно, uk является в определенном смысле приближенным решением некоторой задачи, и мы надеемся получить в пределе ее точное решение. Возможно также, что наша цель состоит в доказательстве существования решения поставленной задачи, и, найдя предел, удовлетворяющий необходимым соотношениям, мы докажем ее разрешимость.  

Для решения указанных проблем необходимо иметь четкое определение понятия предела последовательности. Наиболее просто и естественно он вводится на множестве действительных чисел.

Определение 3.1. Последовательность чисел {uk} сходится XE "сходимость:числовой последовательности"  к числу u, называемому пределом XE "предел" , если для любого 0 найдется такой номер k(), что имеет место неравенство |uk– u|< для всех значений k, превышающих k(). 

На практике часто приходится иметь дело не только с числами, но и с более сложными объектами – векторами, функциями и т.д. Так, основной характеристикой рассматриваемого процесса теплопереноса является температура, меняющаяся по длине тела. В этой связи нам необходимо определить сходимость функциональных последовательностей. Так, последовательность {uk} функций, непрерывных на отрезке [0,1], сходится к функции u, если для любого  найдется такой номер  k(), что для всех значений k, превышающих  k(), имеет место неравенство 
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Последнее неравенство может быть заменено соотношением
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Оба указанных способа определения сходимости последовательности непрерывных функций восходят к понятию линейного нормированного пространстве XE "пространство:линейное нормированное" . На таком классе объектов определены сумма элементов множества, произведение его элемента на число (скаляр), а также неотрицательное число ||u||, называемое нормой XE "норма"  произвольного элемента u. В первом рассмотренном случае нормой является максимум модуля соответствующего элемента, а во втором – интеграл от этого модуля (см. рис. 3.1).
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Рис. 3.1. Оценки степени близости непрерывных функций.

В дальнейшем при описании сходимости непрерывных функций будет использоваться первая норма по причине, которая станет понятной в следующем разделе. Мы будем использовать также линейное нормированное пространство L2 XE "пространство:L2" (0,L) функций, интегрируемых (в смысле Лебега) на интервале (0,L), с нормой, характеризуемой соотношением
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Сходимость в произвольном линейном нормированном пространстве определяется следующим образом.

Определение 3.1'. Последовательность элементов {uk} линейного нормированного пространства сходится XE "сходимость:в нормированном пространстве"  к элементу u, если для любого найдется такой номер k(), что имеет место неравенство  ||uk–u|| <   для всех значений k, превышающих k(). 

Множество действительных чисел является линейным нормированным пространством с нормой ||u||=|u|.

Естественным образом определяется также сходимость в метрическом пространстве XE "пространство:метрическое"  – множестве, на котором определено расстояние ((u,v) между любыми точками u и v, где ( есть функционал двух переменных, называемый метрикой XE "метрика" . Определяющими свойствами метрики является неотрицательность ее значений, равенство нулю исключительно при совпадении ее аргументов, симметричность (возможность перемены местами аргументов), а также неравенство треугольника XE "неравенство:треугольника" 
( (u, v)   (   ( (u, w) + ( (w, v) (u, v, w,
 имеющее естественный геометрический смысл (см. рис. 3.2). 
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Рис. 3.2. Неравенство треугольника.
Определение 3.1''. Последовательность элементов {uk} метрического пространства сходится XE "сходимость:метрическая"  к элементу u, если для любого  найдется такой номер k(), что имеет место неравенство ((uk, u)<  для всех значений k, превышающих k(). 

Метрическая сходимость предполагает сходимость к нулю числовой последовательности {((uk,u)} и означает, что расстояние между элементом последовательности uk и пределом u неограниченно убывает, т.е. элементы последовательности постепенно приближаются к ее пределу (см. рис. 3.3). В нормированном пространстве можно определить метрику с помощью нормы согласно равенству ((u,v) = || u – v || , т.е. сходимость в нем оказывается частным случаем метрической сходимости.
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Рис. 3.3. Элементы сходящейся последовательности приближаются к пределу.

В приложениях возможна ситуация, когда близость элементов уже не может быть охарактеризована количественно с помощью какой-либо метрики. В частности, последовательность {uk} элементов гильбертова пространства XE "пространство:гильбертово"  (полного линейного нормированного пространства со скалярным произведением) слабо сходится XE "сходимость:слабая"  (сходится в слабой топологии) к некоторому элементу u, если справедливо условие 
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 – скалярное  произведение соответствующих функций. В частности, в пространстве L2(0,L) скалярное произведение представляет собой интеграл от произведения рассматриваемых функций. Такой тип сходимости является более слабым по сравнению со сходимостью в смысле нормы, называемой в этой связи сильной сходимостью XE "сходимость:сильная" . Указанная сходимость, в принципе, не может быть описана посредством какой-либо метрики (в отсутствии конечномерности пространства). То же самое относится к сходимости в пространстве бесконечно дифференцируемых функций и на множестве обобщенных функций, с которыми нам еще предстоит работать. Здесь аппарат метрических пространств оказывается не пригодным, но можно воспользоваться теорией топологических пространств XE "пространство:топологическое" , где точка v считается сколь угодно близкой к точке u, если она попадает в произвольную окрестность u (см. рис. 3.4). Тогда определение сходимости принимает следующий вид.

Определение 3.1'''. Последовательность элементов {uk} топологического пространства сходится XE "сходимость:топологическая"  к точке u, если для любой окрестности U точки u найдется такой номер k(U), что имеет место включение  uk(U  для всех значений k, превышающих k(U) . 

Топологическая сходимость означает, что все элементы последовательности, начиная с некоторого номера, попадают в произвольную окрестность предела, т.е. элементы с достаточно большими номерами будут сколь угодно близки к предельной точке (см. рис. 3.4). В метрическом пространстве в качестве окрестности точки u можно выбрать, например, множество всех таких точек v, которые удовлетворяют неравенству  ((u,v) <   для некоторого значения , т.е. находятся от u на расстоянии, меньшим . Тем самым метрическая сходимость оказывается частным случаем топологической сходимости.
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Рис. 3.4. Элементы сходящейся последовательности 
попадают в произвольную окрестность предела. 

Все приведенные определения позволяют установить, будет ли данная последовательность {uk} иметь конкретный элемент u в качестве своего предела или нет. Этим определением можно успешно воспользоваться на практике только в том случае, когда заранее известен элемент u, который, как нам кажется, может оказаться пределом рассматриваемой последовательности. К сожалению, в приложениях мы, как правило, его значение не знаем. Само изучение последовательности для того обычно и проводится, чтобы отыскать значение предела. В частности, при практическом решении какой-либо задачи у нас обычно имеется лишь алгоритм построения последовательности, которая, возможно, в пределе даст искомый объект. Однако сам этот объект остается не известным до тех пор, пока задача не будет окончательно решена. А после того, как решение будет, наконец, найдено, необходимость в проверке последовательности на сходимость естественно уже отпадет сама собой. Невозможность практического использования определения 3.1 и его обобщений наиболее отчетливо проявляется при компьютерном решении задачи, когда у нас имеется способ построения последовательности {uk}, дано число , характеризующее допустимую погрешность нахождения решения задачи, но отсутствует эффективный критерий остановки алгоритма по достижении желаемой точности, поскольку само решение нам заведомо не известно. 

Обращает на себя внимание очевидная идейная близость описанных выше трудностей с теми неприятностями, с которыми мы столкнулись при выводе математических моделей физических явлений (см. рис. 3.5). Для того чтобы установить сам факт сходимости последовательности на основе определений типа 3.1 необходимо заранее знать предел. Для того чтобы вывести уравнение состояния исследуемой системы требуется заранее знать свойства решения задачи. Фактически в обоих случаях мы сталкиваемся с разными формами проявления одного и того эффекта, когда на промежуточной стадии исследования необходимо привлекать информацию о конечном результате. В этой связи есть определенные основания надеяться, что, установив какой-либо эффективный способ доказательства факта сходимости последовательности, мы сможем дать корректный вывод математических моделей физических явлений.

Итак, на данном этапе исследования нам хотелось бы получить конструктивный критерий доказательства сходимости, т.е. такой способ выяснения, будет ли некоторая последовательность куда-либо сходиться, при котором не требуется априорное знание предела. 


[image: image10.emf] 

обоснование   сходимости  

нужно априорное   знание предела  

критерий   Коши  

построение   модели  

нужны априорные   свойства решения  

?  

стандартный путь  

конструктивный путь  


Рис. 3.5. Аналогия между обоснованием сходимости и построением модели.
3.2. Критерий сходимости Коши

В различных приложения анализа широко используется критерий сходимости Коши, в основе которого лежит понятие фундаментальной последовательности. 

Определение 3.2. Последовательность действительных чисел {uk} называется фундаментальной XE "последовательность:фундаментальная" , если для любого числа  найдется такой номер k(), что имеет место неравенство  | un – um | <   для всех значений  m  и  n, превышающих  k() . 

Основополагающую роль для обсуждаемых нами проблем играет критерий сходимости Коши XE "критерий:сходимости Коши"  (см. табл. 3.1):

Принцип Коши XE "принцип:Коши" : Любая фундаментальная числовая последовательность сходится. 
Таблица 3.1. Сравнительный анализ сходимости и фундаментальности.

	свойство 
последовательности
	сходимость
	фундаментальность

	решаемый вопрос
	приближаются ли
элементы последовательности

к пределу
	сближаются ли
элементы
последовательности

	априорная

информация
	необходимо заранее
знать предел
	знание предела
не нужно

	компьютерный 
эксперимент
	экспериментальное 
определение 
невозможно
	экспериментальное 
определение 
возможно


Решающим здесь оказывается то обстоятельство, что для проверки условия фундаментальности последовательности совсем не требуется знание ее предела (априори мы даже не уверены в его существовании). Здесь используются исключительно элементы самой последовательности, которые на практике считаются известными (например, могут быть вычислены с помощью имеющегося алгоритма). Эффективность критерия Коши объясняется возможностью вывода из свойства фундаментальности данной последовательности факта ее сходимости, т.е. доказательства существования ее предела. Естественно, само значение предела таким способом никак не определяются. Однако в данный момент нас как раз и интересует вопрос, будет ли последовательность вообще сходиться или нет. Принцип Коши оказывается тем самым эффективным средством обоснования сходимости числовой последовательности. 

В качестве простейшего приложения критерия Коши рассмотрим последовательность {uk}, характеризуемую равенством uk = 1/k, k = 1, 2, … . Нам требуется узнать, будет ли эта последовательность сходящейся или нет. Определив  n = m + p, где p > 0, установим соотношение 
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Выбирая теперь значение m столь большим, чтобы выполнялось неравенство m > 1/( для произвольного значения (, установим желаемую степень близости соответствующих элементов. Таким образом, мы действительно имеем дело с фундаментальной последовательностью, откуда согласно критерию Коши следует ее сходимость. Подчеркнем, что существование предела последовательности здесь доказывается без привлечения значения самого предела.

Справедливость принципа Коши устанавливается не только для действительных чисел, но и для элементов евклидова пространства (векторов), непрерывных функций с нормой "максимум модуля" и ряда других объектов. В общем случае в определении фундаментальной последовательности модуль заменяется на норму или метрику. 

Определение 3.2'. Последовательность элементов {uk} линейного нормированного (соответственно, метрического) пространства называется фундаментальной XE "последовательность:фундаментальная" , если для любого   найдется такой номер k(), что имеет место неравенство || un – um || <  (соответственно, ((um, un) <  ) для всех m и n, превышающих k(). 

В топологическом пространстве общего вида понятие фундаментальной последовательности уже не имеет смысла. Однако его аналог можно ввести в так называемом равномерном пространстве XE "пространство:равномерное" , являющемся некотором обобщением метрического пространства. Если в топологическом пространстве общего вида можно лишь установить, будет ли одна точка достаточно близка к другой, то в равномерном пространстве имеется дополнительная возможность указать, являются ли рассматриваемые точки достаточно близкими друг к другу без выделения одной из них. При этом метрика, вообще говоря, не определена, а принцип Коши формулируется в терминах теории фильтров XE "фильтр"  или направленностей XE "направленность" .   

С помощью принципа Коши были установлены многие чрезвычайно важные практические результаты. В качестве примера рассмотрим метод Пикара для дифференциальных уравнений.

3.3. Метод Пикара для дифференциальных уравнений

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

                              
[image: image12.wmf]0

(,), 0; (0),

uftutuu

=>=

&

                          (3.1)

где f – известная функция своих аргументов, а u0 – заданная константа. Предполагается, что функция f интегрируема по первому аргументу и удовлетворяет условию Липшица по второму аргументу, то есть, существует такая положительная константа L, что имеет место неравенство
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Имеет место следующее утверждение, называемое теоремой Пикара XE "теорема:Пикара" .

Теорема 3.1. Если функция f интегрируема по первому аргументу и удовлетворяет условию Липшица по второму аргументу, то существует такое значение Т > 0, что задача (3.1) имеет непрерывное решение на интервале (0,Т).

Доказательство. Задача Коши (3.1) естественным образом сводится к интегральному уравнению
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В соответствии с методом Пикара XE "метод:Пикара"  приближенное решение этого уравнения будем искать с помощью формул
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где начальное приближение  u0 = u0(t)  выбирается произвольно. 

Покажем, что последовательность {uk} является фундаментальной в смысле пространства С[0,T] функций, непрерывных на некотором интервале (0,Т). Полагая n = m + p, оценим значение
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Пользуясь равенством (3.4), имеем
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в силу условия (3.2). В результате получаем неравенство
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Повторяя приведенные выше рассуждения многократно, будем иметь
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Справедливо соотношение


[image: image20.wmf](

)

011210

1210

1

10

   ... 

1 ... 

()...1 .

pp

рpp

p

р

p

uuuuuuuu

LTuuuu

LTLTuu

---

--

-

-£-+-++-£

£+-++-£

éù

£+++-

ëû


В результате приходим к следующему неравенству 
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При  T < 1/L  отсюда вытекает соотношение  
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правая часть которого сколь угодно мала при достаточно больших значениях номера m.

Полученный результат говорит о том, что при достаточно малых значениях Т последовательность {uk} является фундаментальной в пространстве С[0,T]. Тогда, пользуясь критерием Коши, установим существование такой непрерывной функции u, что имеет место сходимость  uk ( u  в С[0,T]. Остается лишь убедиться в том, что эта предельная функция действительно будет решением рассматриваемой задачи.

Переходя к пределу в соотношении (3.4) при  k ( (  с учетом непрерывности функции f второму аргументу, получаем равенство (3.3), эквивалентное задаче Коши (3.1), (3.2). Таким образом, существующий предел последовательности, построенной в соответствии с методом Пикара, оказывается решением данной задачи. Теорема доказана. 

Теорема Пикара устанавливает существование решения рассматриваемой задачи Коши (локального, в виду наличия ограничения на интервал времени) и сходимость алгоритма для нахождения этого решения. При желании при тех же ограничениях можно легко доказать единственность полученного решения, а также оценить скорость сходимости метода Пикара. Однако в данном случае для нас представляет интерес исключительно процедура получения решения задачи. 

Мы имели некоторую последовательность, которая, возможно, даст в пределе решение нашей задачи. Для обоснования этого предположения, прежде всего, устанавливается, что данная последовательность является фундаментальной. При этом исследуются элементы самой последовательности без привлечения ее предела, в существовании которого мы еще не уверены. Доказав фундаментальность последовательности и воспользовавшись принципом Коши, мы устанавливаем факт сходимости последовательности, т.е. существование ее предела. После этого оставалось лишь убедиться в том, что полученный предел обладает желаемыми свойствами, т.е. является решением рассматриваемой задачи Коши. Приведенные результаты свидетельствуют о достаточно высокой эффективности критерия сходимости Коши.

3.4. Теорема Банаха о неподвижной точке

Метод Пикара может быть распространен на задачи существенно более общей природы. В частности, пусть задан некоторый оператор А, действующий на метрическом пространстве Х. Объектом исследования является операторное уравнение

                                               u = Аu.                                          (3.5)
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Рис. 3.6. Неподвижная точка оператора является решением уравнения (3.5).

Его примером может служить интегральное уравнение (3.3), к которому сводилась задача Коши (3.1), (3.2). Решение уравнения (3.5) называют неподвижной точкой XE "точка:неподвижная"  оператора А. Геометрический смысл этого термина поясняет рис. 3.6.

Предполагается, что оператор А удовлетворяет условию Липшица 

( (Аu, Аv) ( ( ( (u,v)  (u ,v(Х,
причем положительная константа ( меньше единицы (см. рис. 3.7). 
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Рис. 3.7. Оператор А является сжимающим.
При этих условиях А называется сжимающим оператором XE "оператор:сжимающий" . Применительно к задаче Коши (3.1), (3.2) справедливость данного требования была обеспечена выполнением условия Липшица для функции f при соответствующем ограничении на длину заданного интервала времени.

Рассматривается последовательность {uk}, которая по аналогии с соотношениями (3.4) определяется с помощью формул

                                  uk+1 = Аuk, k = 0, 1,… ,                            (3.6)

что соответствует методу последовательных приближений XE "метод:последовательных приближений" . Геометрическая иллюстрация этого метода применительно к нелинейному алгебраическому уравнению u = f (u)  изображена на рис. 3.8.

Повторяя предшествующие рассуждения, легко показать, что при сделанных предположениях последовательность {uk} является фундаментальной. Действительно, пользуясь соотношениями (3.6) и условием Липшица, установим неравенства

((um+p,um) = ((A um+p-1,A um-1) ( ( ((um+p-1,um-1) ( … ( ( m ((up,u0).

Учитывая оценку

((up,u0) ( ((up,uр-1) + … + ((u1,u0) ( (( р-1 + … + 1) ((u1,u0),

при ( < 1 будем иметь 

( (um+p , um) ( ( m (1–() -1 ( (u1, u0).
Поскольку правая часть этого неравенства при достаточно больших значениях m может быть сделана сколь угодно малой, заключаем, что рассматриваемая последовательность элементов метрического пространства действительно является фундаментальной.

Если теперь принцип Коши остается в силе и в общем случае, то имеющаяся последовательность непременно должна сходиться, т.е. существует ее предел u. Переходя естественным образом к пределу в соотношении (3.6), приходим к равенству (3.5). Тем самым можно окончательно убедиться в том, что решение операторного уравнения (3.5) действительно существует, причем оно получается как предел последовательности {uk}, определяемой в соответствии с методом последовательных приближений (3.6).
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Рис. 3.8. Метод последовательных приближений для алгебраического уравнения.

Полученный результат соответствует теореме Банаха о неподвижной точке XE "теорема:Банаха о неподвижной точке" , являющейся серьезным обобщением рассмотренной ранее теоремы Пикара и одним из наиболее эффективных примеров практического применения принципа Коши. Строгая формулировка этого результата приводится в последующем разделе, где будут указаны условия его справедливости.

Итак, у нас имеется конструктивный способ обоснования предельных переходов. Это вселяет определенный оптимизм и дает основание надеяться на возможность успешного применения принципа Коши для корректного построения математических моделей физических явлений. Единственным сомнительным моментом здесь является гипотеза о безусловном справедливости критерия сходимости Коши в произвольном пространстве, что и будет предметом нашего дальнейшего исследования.

Выводы
1. Корректное построение математической модели связано с самой природой перехода к пределу. 

2. Использование определения предела для практического доказательства сходимости затруднительно, поскольку при этом необходимо заранее знать сам предел.

3. Для обоснования предельных переходов используется критерий сходимости Коши, не требующий априорного знания предела.

4. Яркими примерами практического применения принципа Коши являются теоремы Пикара и Банаха.

5. Вопрос справедливости принципа Коши в произвольном метрическом пространстве пока остается открытым.
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